PR-6.01. ondas de una bala y de un electrén

Determine la longitud de onda de de Broglie de:

a) Una bala de masa 4,2 g que es disparada por un rifle
con una velocidad de 965 m/s.

b) Los electrones en un aparato de TV a color que son
acelerados desde reposo por una diferencia de potencial
de 36000 voltios.

Solucion: a) Para la bala de masa m que viaja con
velocidad v, la longitud de onda de de Broglie es:

—34 7 .
;Lzﬁzi: 6,63x1077%].s ~1.64x10~3m
p  mv  (0,0042kg)(965m/s)

Esta longitud de onda es sumamente pequefia y por ello el
comportamiento ondulatorio de la bala es inobservable,

b) Cuando en el tubo de TV el electrén se acelera desde el
Teposo a través de la diferencia de potencial V, su perdida
de energfa potencial eV = 20 keV es igual a su ganancia
de energia cinética. Por ser esta mucho menor que su
energia en reposo (mpc?=511 keV), podemos usar la
formula cldsica para el momentum p = mv, por lo tanto:

KZémvz—p—zeV — p=~2meV

s 6,63x10734J s
P V2meV [0 11x103) )(1,6x10719)(2,0x104)

A=8,7x10-12 m

J a)Bala:  A=1,64x10"34m
I b) Electrén: A =8,7x10-12 i




PR-6.03. 4 de Broglie para particulas relativistas

a) Demuestre que la longitud de onda de de Broglie de
una particula que tiene energia en reposo mpc? y energia

cinética K, es:
he

‘q’:
:,.;K(K + 2mpc?)

b) Demuestre que para el fotén se obtiene: A =c/f.
b) Halle la longitud de onda de electrones Cuya energia
cinética es dos veces su energia en reposo.

Solucion: a) El momentum del electrén estd relacionado
€on su energia relativista:




: Wi
E2=(pc)?+(mpc?)? = p=—yEZ-(myc?)?
C

La longitud de onda es:

_h_ he = he
r JEZ—{mchJZ ‘J{K-I-I?I()CZ)Z—(mOCE)Z

N he - he
-J{K+moc2 +mge2 J(K + mge? —mpe?) JK{K+2mgcz)

b) Un fot6n tiene masa en reposo nula, mgc2 =0ysu
energia es puramente cinética, por lo tanto:

he ke ke
K(K+2mgc?) K K

F= Zh
i

b) Para un electrén de energia cinética K =2mgc?, la
longitud de onda es:

he h

i= o 5
J2moc2(2moe? + 2mgc?)  8mge

6,63x10~3471s

= =8,60x10~13m
J8(9,11x10-31)(3,0x108 m/s)

Respuesta:

he
JK(K + 2mge2)
b) Fotén: A=c/ f
¢) Electrén: A=8,60x10"13m

a) A=




PR-6.05. La resolucion de un microscopio electrénico

En un microscopio electrénico de transmisién, un haz de
electrones es emitido por un filamento caliente y luego es
acelerado por una gran diferencia de potencial para
hacerlo incidir sobre una delgada rebanada del material a
examinar. Se usan bobinas de desviacién magnética que
actian como lentes para controlar el haz de electrones y
asf enfocar la imagen ampliada sobre una pantalla
fluorescente de observaci6n. Las ondas asociadas con los
electrones establecen un limite del poder de resolucién

a) ;Cudl es limite teérico de resolucidn para un
microscopio electrénico que usa un voltaje acelerador de
50 kilovoltios?

b) (C6mo se compara su resoluci6n con la de un
microscopio Gptico?

Canén de “:. i
electrones =
e mj_ iz
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Lentes
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Solucidn: Los electrones acelerados por una diferencia
de potencial V adquieren una energia cinética:

K=eV =(1,6x10"19C)(50x103V) = 8,0x10-15]

Para hallar la longitud de onda de los electrones usamos la
férmula relativista hallada en el problema PR-6.03:

hc

‘q’:
JK(K + 2mpc2)

(6,63x10734)(3,0x108)

A:
V/8,0x10°15(8,0x10-15+ 2(9,1 1x10-31)(3,0x10%)2)

A=5,4x10"12




b) Debido principalmente a limitaciones impuestas por la
difraccién, cualquier microscopio seria capaz de detectar
detalles que, en teoria, son comparables en tamafio de la
longitud de onda de la radiacién utilizada para iluminar el
objeto. Puesto que para un fotén de luz visible la longitud
de onda es cerca de A =3500nm mientras que para los
electrones, A=5x10-3nm, la resolucién tedrica de este
microscopio electrénico resulta del orden de 105 veces
mejor que la del microscopio 6ptico. En la préctica,
debido a las imperfecciones de las lentes magnéticas, la
mejor resolucién que pucde obtenerse con un microscopio
electrénico es del orden de 0,5 nm.

Un microscopio electronico es mas
apropiado que un microscopio optico
para ver objetos de tamario atémico

Respuesta:

a)A=5,4x10"12 m
b) 105 veces mejor que
el microscopio 6ptico

PR-6.06. pifraccion de electrones por un cristal

En el experimento de Davisson y Germer, se hizo incidir
un fino haz de electrones de 54 eV sobre una cara de un
cristal cibico. Se observé un fuerte maximo de difraccién
a un angulo ¢ = 50° respecto al haz incidente. Se sabe por
difraccién de rayos x que el espaciamiento de la red del
cristal es a = 2,15x10"’m.

a) Suponga que los electrones se difractan como ondas y
determine su longitud de onda utilizando la ley de Bragg.
b) Compruebe que la A calculada en (a) coincide con la
longitud de onda de de Broglie de los electrones.
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Solucién: Debido a la simetria que debe existir a cada
lado de la perpendicular a los planos difractantes (4ngulo
incidencia = 4ngulo reflexién = ¢/2), estos corresponden
al espaciamiento interplanar d, mostrado. De acuerdo a la
ley de Bragg:
2dsenf=mdA m=1,2,3,....

Donde el d4ngulo 8 se halla de la relacién:

= 180°-¢ = 180°-50° 2t

+20=180°
¢ 2 2

= 0 65°

También se observa que el espaciamiento d esta
relacionado con a:

d= aseni;- =(2,15x10"19m)sen25°=0,91x10-10m
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Podemos demostrar que el miximo corresponde al primer
orden de difraccién, m = 1 (ver el problema siguiente).
Sustituyendo en la ley de Bragg, se obtiene una longitud
de onda:

_ 2dsenf _2(0,91x1 O'wm)senéS“
m 1

Aa =1,65x10"1%m

b) La longitud de onda de de Broglie para electrones de
energia cinética K = €V, es:

;{b'_ﬁ_ o
p N2mK ~2meV

v, 6,63x10734J.s
209.11x10-31kg)(1,6x10-19C)54V

=1,67x10"1%m

Este valor de la longitud de onda calculada por la formula
de de Broglie concuerda muy bien con el hallado en el
experimento de Davisson-Germer, y muestra evidencia
del comportamiento ondulatorio de los electrones.

Respuesta:

a) Bragg: A, =1,65x10"19m
b) Broglie: A, =1,67x10"10m

PR-6.07. Difraccisn de electrones para ordenes m >1

a) En el experimento del problema anterior, para
clectrones de 54 eV que inciden sobre un cristal de niquel,
demuestre que el fuerte miximo de difraccién que se
observa a un 4ngulo ¢ = 50°, no puede corresponder a
difracci6n de segundo orden o mas.

b) (Qué voltaje de aceleracién se necesita para producir
un haz difractado de segundo orden a un dngulo ¢ = 50°?

Electrones |
incidentes

Electrones
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Solucion: a) Suponiendo la longitud de onda de de
Broglie para los electrones, la ley de Bragg predice
difraccién a dngulos dados por:

2dsenf=mA pr—i A

A 1,65x10-10m
sen@=m—=m

— e =0,906m
2d  2(0,91x10-19m)

La dnica solucién posible es para el entero m = 1, ya que
valores superiores requieren que: senf > 1.

b) La longitud de onda de los electrones que se difractan a
un dngulo ¢ = 50° en segundo orden seria:




-10 o
= 2dsen _ 2(0,91x10 m)sen65° _ 8.25x10-1Im
m 2
h h h h?
,l:—: = — =
D 2mK 2meV 2meA?

Por lo tanto, el voltaje requerido para acelerar los
electrones es:

BRespuesta:
gL 5
Ve (6,63x1073%) 299V [b) V = 222 voltios |
2(9,11x10731)(1,6x10-19)(8,25x10-11)2
Electrones
PR-6.08. Difraccién de electrones a dngulo recto incidentes
& a s
Un haz de electrones que contiene energfas cinéticas en el % ; % %
rango de 50 eV a 200 eV incide sobre una cara de un i | Electrones
cristal ctibico cuya distancia entre dtomos adyacentesesa| © © © O QO dispersados
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Dgtermine las energias cinéticas de los electrones del haz
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Solucidn: Si los electrones salen dispersados a 90°, la
familia de los planos difractantes deben estar orientados a
45° respecto al haz incidente y la distancia interplanar es
d=a/~2. Aplicando la ley de Bragg: Electrones ]
incidentes i
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El rango de energias cinéticas de los electrones incidentes
es de 50 eV a 200 eV, luego la condicién que debe
cumplir el numero 7 es: 50 < 16,872 <200,

2.98<n?<11,9 - 1,73<n<3,45

Como n debe ser un nimero entero, los érdenes que se
deben observar en el haz difractado a este dngulo son:

n =2 cuando la energia es: K; = 16,8(2)2 =67,2eV

n =3 cuando la energia es: K3=16,8(3)2 =151,2eV

PR-G.QQ‘ Como se consiruyen paquetes de ondas

Podemos construir un pulso o paquete de onda mediante
1a superposicién de un gran nimero de ondas sinusoidales
de longitudes de onda diferentes con una distribucién de
amplitudes apropiadas A(k). Tal superposicién se lleva a
cabo mediante la integral de Fourier:

w(x)= IA(k)cos(kx}dk

Siendo el nimero de onda k=27/A. Suponga que las
ondas a superponer son de amplitud constante, A(k) = A
y cubren un intervalo de ndmero de onda (kg + Ak/2).

Respuesta:
| n=2: K;=672eV
j n=3: K;3=151,2eV
Alk}
A T

k

i S e
i ko-%-' ko ko+%k—
a) Determine la forma de la
funcién resultante: y(x)
b) Escoja un valor conveniente del
ancho Ax y demuestre que se
cumple la relacién: AxAk =1

Solucidn: a) Si se sustituye la funcién A(k) en la
integral de Fourier, se obtiene:

LAk

ko
Y(x)= j A(k)cos(kx)dk = A j Ai cos(kx )dk
kg——
2

Ak

ko+—
?(x)=Aﬂx_ 2
X

i

W)= fsently 4+ 2K ) sen(ig—2X)]
x 2 2

¥(x)= é[ senkgx cosx—gk% +coskgxsen %
X

—( senkgx cos% —coskgxsen féﬁ )]




Y(x) =£(coskgx)sen(ﬁj
X 2

b) Si tomamos como distancia minima Ax, a aquella
comprendida entrc los puntos consecutivos donde se
anula la envolvente, sen(xAk /2) =0, entonces se cumple:

xAk/2=*x

Por lo tanto:
AxAk =4m

Vemos que el ancho Ax de y{x) en el bucle central
resulta inversamente proporcional a Ak.

w(x) =&(coskoxjsen( %k—)
X
b) AxAk > 47

PR-6.10. Ei Dr. Heisenberg no estaba equivocado

Un haz de electrones se mueve verticalmente con una
velocidad definida vp y un experimentalista pretende
demostrar que Heisenberg estaba equivocado. Coloca una
estrecha rendija en el plano horizontal, esperando obtener
asi un haz colimado de ancho Ax, constituido por
electrones de velocidad perfectamente definida como el
haz original. Demuestre que este intento estd condenado a
fracasar, por la restriccién: Ap,Ax = ki, que es justamente
consistente con el principio de incertidumbre.

e

Ax
& Electrones

$$&é$ &&1’0

Solucion: Para estrechar el haz de electrones se le
bloquea con una pantalla provista de una abertura de
ancho Ax, la cual podemos escoger tan pequeiia como se
desee. Pero resulta que el haz de electrones, por
comportarse como ondas, se difracta. En efecto, si se
cuenta el numero de electrones por minuto que llegan a
detectores colocados a una distancia y, se obtendrd un
patrén de difraccién tipico con un maximo central y
minimos a cada lado. La velocidad v, puede tomar
valores positivos o negativos y su promedio es cero (en el
centro de la pantalla). Existe un valor particular de v,
para el cual el electr6n pega en la pantalla justamente en
el lugar del primer minimo del patrén de difraccién.
Vamos a tomar, de manera arbitraria, este valor de la
velocidad horizontal como su incertidumbre y lo
llamamos Av,.




Segin vimos en el capitulo 4, el primer minimo de
difraccién (m = 1) ocurre a un dngulo dado por:

Axsenf= Ay

Por otra parte, del tridngulo rectingulo formado por los
vectores vg y Av, se deduce que: senf=rg6=Av,/vg |

2 =
para 6 pequefio, por lo tanto: @"" Avy
Detector
A electrones
o AR TR 5 N S
Yo nvg P
Ahora bien, Ap, =mAv, y pp = mvg, mientras que 4y la
longitud de onda de de Broglie es igual a h/py.
Sustituyendo: N frms -4
A
M—Apx =;'|0 = AxApx ﬁ;%op{):h '_"!A‘Tl""‘
Po
Electrones &é
Ay v
Esta expresién muestra la imposibilidad de hacer al R,
mismo tiempo, determinaciones exactas de la coordenada,
x, del electrén y del correspondiente momentum, p,. Este Respuesta:
resultado es similar (salvo el factor 27) a la relacién de
( ) | AAp.=h |

incertidumbre de Heisenberg, AxAp, = fi.

PR-6.11. incertidumbre al dejar caer una pelota

Un estudiante que se encuentra en lo alto de un edificio,
deja caer una pelota de golf de masa m = 0,0459 kg, desde
una alturalh = 32 m, para que caiga justo en una grieta
que estd abajo en el piso de la acera. Demuestre que, por
mas sofisticado que sea su equipo para apuntar hacia el
blanco con [a precisién maxima posible, los centros de las
bolas fallaran la grieta en una distancia de al menos:

: h H
N 11205 1/a
5 ) fzg)

Solucidn: Segin el principio de Heisenberg el producto
de las incertidumbres de la posicién y el momentum en la
direccién horizontal tiene un minimo dado por:

AxAp, > h




Cuando Ia pelota llega al suelo, la incertidumbre en el
momentum es:

Ap,. =mAv, = mvsenf = my %

hH
2mmv

Ax(mvgx-,l = i‘— = (Ax)? =
H 2

Para el movimiento en caida libre se tiene:

;Erirz—;;-gr2 v=gt = v=,/2gH

Por lo tanto, la incertidumbre en la posicién de la pelota

e85
e oMb T
2nm2gH  2mm\2g

Ax=(—— )\1.’2( )1,’4
27mm

Sustituyendo los valores numéricos, encontramos:

6,63:(10‘34.]‘5]1;2 36m

= 5 M4 =5,6x10717m
27(0,0459%g)”  2(9,80m.s2)

=i J“”f

Ax =5,6x10 l7m

}111’4

PR-6.12. seria muy dificil jugar béisbol en ese mundo

Imaginese un juego de béisbol en un mundo hipotético
“donde la constante de Planck no es & =6,63x10-34 J.s sino
'que vale 6,63 J.s. ;Cudl seria la indeterminacién de la
posicién de una pelota de béisbol de masa m = 0,145 kg
que se mueva a una velocidad de 20 m/s con una
incertidumbre en la velocidad del 5%7

Solucidn: El momentum de la pelota de béisbol es:
Py =mv, =(0,145kg)(20m/s) = 2,90kg kg.m/s
La imprecision, Ap, en el momentum es del 5%, es decir:
Apy =0,05x2,90kg.m/s =0,145 kg.m/s

La incertidumbre en la posicién es, entonces:




e h . 6ol

= =728 m
Ap, 2mAp, 2m(0,145kg.m/s)

Con esta incertidumbre de 7,28 metros, seria como una
pesadilla tratar de atrapar esa pelota.

| Ax=728 m I

PR-6.13. Por causa del principio de incertidumbre las
lineas de un espectro atémico se ensanchan

Un 4dtomo que estd en un estado estacionario excitado,
después de un cierto tiempo sufrird una transicién hacia
otro estado de menor energfa. Suponga que su tiempo de
vida media en el estado excitado es de 1035 antes de caer
al estado base, emitiendo un fotén de longitud de onda A
= 500 nm.

Utilice

el principio de

incertidumbre para determinar el
ancho de la linea AA.

Solucién: La energia del tomo tiene una incertidumbre
AE que depende del intervalo de tiempo Ar durante el
cual permanece en ese estado, a través de la relacién de
Heisenberg: AEA:>h. Para el estado fundamental, la
energia se conoce exactamente AEy =0 porque su tiempo
de vida es infinito, Afy = oo. Para el estado excitado:

AE At, 2 h

Al caer al estado base, la longitud de onda del fotén
emitido es:

Como Ej es constante, si derivamos: dE =—%dﬁ,

Tomando dE, = AE,, se tiene:

hc A
AE -l &
A2 Aty

Despejando, obtenemos el ancho de la linea:

2 ___ (500x10~m)2
2meAt,  2m(3x108m/s)(1078s)

A E =1,33x10">nm

Esta minima anchura natural inherente al principio de
incertidumbre es, por lo general inobservable, porque es
opacada por el efecto mucho mayor del ensanchamiento
debido a otras causas como el efecto Doppler o las
colisiones atémicas.

Estado
excitado

Estado
base

\

Respuesta:

|

AA=1,33x10"5nm




PR-6.14. La menor energia del 4tomo de hidrégeno

Estimar, con ayuda del principio de incertidumbre, la
menor energia posible del electrén del 4atomo de
hidr6geno y su respectiva distancia al niicleo.

Solucidn: Escribamos la energia del electrén sujeto a la
fuerza de Coulomb del protén en el dtomo de hidrégeno:
ke?

2
E=K+ U(r)—————
2m r

Donde m y e son, respectivamente, la masa y la carga del
electrén y k=1/47mey la constante de la ley de Coulomb.

Suponiendo que la incertidumbre en la posicién en una
dimensién es Ar=R, de acuerdo a la relacién AxAp>#,
la incertidumbre en el momentum es: Ap>#/R. Por lo
tanto, el valor minimo de la energia obedece la relacion:

(h/RP _ke?

B T

El valor de R que minimiza esta funcién se halla a partir
de la condicién dE /dR =0:

dE(R) h? ke 72 Ur)
dR ij R2 = el i S R I
ﬁ?"“*--_ e

Con este valor de R, encontramos la minima energia:

U(’JI'J----E
( )2 2 kme? _ 1 k2me? r
2 2 R Y(r) = Ae/0
Ey=-13,6eV
-18 gFse
:_Mb, 3,66V
1,6x10~12J/eV
Mientras que la minima distancia del electrén al micleo
es:
o 2 (6,62x10734/27)2
kme?  (9x107)(9,11x10731)(1,6x10-19)2
Bespuesta:
Ry =0,53x10"10m
- me? 13.6eV
Aunque estas son solo estimaciones de Ep y de Ry en R R e
base al principio de incertidumbre, se observa que estos B2 10
resultados son bastante préximos a lo valores correctos Ro= FEm =0,53x10""m

que habiamos obtenido a partir del modelo de Bohr.




PR-6.15. Velocidades de Ia particula y del grupo

Una particula en movimiento esta descrita por un paquete
de ondas, resultante de la superposicién de un numero
grande de ondas dentro de un cierto intervalo de A.
Demuestre que la velocidad de la particula es igual a la
velocidad de grupo del correspondiente paquete de ondas.

Solucion: En el problema PR-2.35, vimos que la
velocidad de la envolvente de un paquete de ondas
(velocidad de grupo) es: v, =d@/dk. Recordando que la
frecuencia angular y el numero de ondas son,
respectivamente:

w=2nf =21~ L .

Aplicando la regla de la cadena obtenemos una expresién
para la velocidad de grupo:

do_ do dE 2r dE h dE
Vg = N— )( J ==l
P dp h dp'2m dp

a) Si la particula de masa m y velocidad v, es no
relativista, solo la energia cinética depende del
momentum: p=myv, por lo tanto:

p? dE _dK _2p _

K=— =y Y=

2m £ dp dp 2m

b) Si la particula es relativista, la relacion entre la energfa
E y el momentum p es:

E2=(mpc2)?+(pc)? = E=+/(mgc2)2+(pc)?

Por lo tanto, la velocidad de grupo es:

4 i fimec? P (pe i 1= i

s dp d \/lrmoc.2)2 +(pc)?
g =p_02=c2(mgv/ﬂ'!—(v/c)2):
N mocz/\/l—(v/c)z

El hecho de que la velocidad de grupo sea igual a la
velocidad de la particula en ambos casos, permite
conciliar los dos aspectos de su comportamiento que
serfan aparentemente incompatibles: onda y materia.

Respuesta:

Velocidad del grupo de ondas
= Velocidad de la particula

g




PR-6.16. incertidumbre de una particula en una caja

Sea una particula de masa m, confinada a moverse en una
caja unidimensional de ancho L, rebotando entre dos
paredes perfectamente rigidas. Por analogfa con las ondas
estacionarias en una cuerda fija en ambos extremos,
determine los niveles de energia de los estados
estacionarios de la particula y demuestre que el resultado
es coherente con el principio de incertidumbre.

Solucién: Si las paredes son impenetrables, es de
esperar que las funciones de onda para la particula y(x)
sean nulas fuera de la caja y por continuidad deben ser
igual a cero en las paredes. Es decir, deben ser ondas
estacionarias tales que algin mdltiplo entero de medias
longitudes de onda caben en la longitud L de la caja:

L:ni b A A
2

Como la particula rebota eldsticamente en las paredes, la
magnitud de su momentum es constante y su valor queda
restringido a valores especificos de la longitud de onda de
de Broglie:
_h__h _nh

A 2L/n 2L

P

La energia (cinética) de la particula en estos estados
estacionarios estd cuantizada y sus valores son:

2 2 2
En:p_:(nh/QL} e

n? =120
2m 2m 8ml?

De acuerdo a esta expresién, la minima energia que puede
tener la particula corresponde al estado base (n =1) y es
no nula: E; = h2/8ml?. Lo que significa que la particula
nunca puede estar en reposo, como consecuencia de su
confinamiento en la caja. La particula puede estar en
cualquier parte en la caja y la incertidumbre en su
posicién es Ax=L. Como no se sabe si estd viajando
hacia la derecha o hacia la izquierda, podemos suponer
que la incertidumbre en su momentum es Ap=2p. Bajo
estas circunstancias el producto de las incertidumbres
seria:

2
AxAp = L(2p) =2L~\2mE =2L, /th— =h
8mi?

Este valor estd dentro del limite establecido por el
principio de incertidumbre AxAp = k.
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fa:

e
a) En—(m)”
A=12,3

b) Minimo: AxAp = h




